
Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

8 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Â òàáëèöå 3 × 3 ðàññòàâüòå ÷èñëà 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 òàê, ÷òîáû ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë â ïåðâîì ñòîëáöå ðàâíÿëîñü áû ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â ïåðâîé
ñòðîêå, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âî âòîðîì ñòîëáöå ðàâíÿëîñü áû ïðîèçâåäåíèþ ÷è-
ñåë âî âòîðîé ñòðîêå è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â òðåòüåì ñòîëáöå ðàâíÿëîñü áû
ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â òðåòüåé ñòðîêå.
Ðåøåíèå.

3

4

56

7 8

9

10 11

Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè òðåáóåìóþ ðàññòàíîâêó. Ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ìåùåíèå 7, 9, 11 íà äèàãîíàëè. Âîçìîæíû ñîîòâåñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêè ñòîëá-
öîâ è ñòðîê.
Îòâåò. Ñì. ðèñ.

2. Ñóùåñòâóþò ëè 2018 ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x; y), êîòîðûå îäíîâðåìåííî óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 1) â êàæäîé ïàðå x è y íå ñîâïàäàþò; 2) â êàæäîé ñëå-
äóþùåé ïàðå ÷èñëî x íà 1 áîëüøå ÷èñëà x ïðåäûäóùåé ïàðû; 3) â êàæäîé
ñëåäóþùåé ïàðå ÷èñëî y íà 1 áîëüøå ÷èñëà y ïðåäûäóùåé ïàðû; 4) â êàæäîé
ïàðå x äåëèòñÿ íà y?
Ðåøåíèå. Òàêèå ïàðû ñóùåñòâóþò. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð.

(2018! + 1; 1), (2018! + 2; 2), (2018! + 3; 3), . . . , (2018! + 2018; 2018)

Îòâåò. Ñóùåñòâóþò.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí α, BC � íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà. Íà ñòîðîíå
AB îòìå÷åíà òî÷êà P è íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíà òî÷êà Q òàê, ÷òî PB =
BC = CQ. Îòðåçêè BQ è CP ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Íàéäèòå âåëè÷èíó
óãëà BMC.
Ðåøåíèå.

Òðåóãîëüíèêè PBC è QBC � ðàâíîáåäðåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû îò-
ìå÷åíû íà ðèñóíêå. Îáîçíà÷èì óãëû: ∠QBC = ∠BQC = x, ∠PBC = ∠BPC =
y, ∠ABQ = z, ∠ACP = v. Ïî ñâîéñòâó âíåøíåãî óãëà, ïðèìåíåííîìó ê òðå-
óãîëüíèêàì ABQ è APC, {

α + z = x,

α + v = y.
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Íàïèøåì ñóììó óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC

α + z + x+ y + v = 180◦

Èç ñèñòåìû âûðàçèì z + v.

z + v = x+ y − 2α

Îòñþäà α + 2x+ 2y − 2α = 180◦, x+ y = 90◦ +
1

2
α.

Íàõîäèì èñêîìûé óãîë

∠BMC = 180◦ − (x+ y) = 90◦ − 1

2
α

Îòâåò.90◦ − 1

2
α.

4. Ôèðìà íàçûâàåòñÿ ïóáëè÷íîé, åñëè åå àêöèÿìè âëàäååò íå ìåíåå 15 àêöèîíå-
ðîâ. Àêöèîíåð ôèðìû íàçûâàåòñÿ ìèíîðèòàðèåì, åñëè îí âëàäååò íå áîëåå,
÷åì 25% àêöèé ýòîé ôèðìû. Íà áèðæå, ãäå ïðîõîäÿò òîðãè àêöèÿìè, øåñòàÿ
÷àñòü ôèðì � ïóáëè÷íûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ àêöèîíåðîâ, ó÷àñòâóþùèõ
â òîðãàõ íà áèðæå, íå ìåíåå 20% � ìèíîðèòàðèè. Ïðè ïðîâåäåíèè áèðæåâûõ
òîðãîâ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäûé àêöèîíåð âëàäååò àêöèÿìè òîëüêî îäíîé ôèð-
ìû.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî ôèðì íà áèðæå ðàâíî N. Íàçîâåì àêöèîíåðà, êîòîðûé
âëàäååò áîëåå, ÷åì 25% àêöèé ôèðìû, íàñòîÿùèì àêöèîíåðîì. ×èñëî íàñòî-
ÿùèõ àêöèîíåðîâ îäíîé ôèðìû íå ìîæåò áûòü áîëåå òðåõ. (Åñëè èõ ÷åòâåðî,
òî êàêîìó-òî îäíîìó èç íèõ íå ìîæåò äîñòàòüñÿ áîëåå 25% àêöèé). Ïîýòîìó
÷èñëî âñåõ íàñòîÿùèõ àêöèîíåðîâ íà áèðæå íå ìîæåò ïðåâûøàòü 3N. Òåïåðü
ðàññìîòðèì ïóáëè÷íóþ ôèðìó. Ñðåäè åå àêöèîíåðîâ � íå áîëåå òðåõ íàñòîÿ-
ùèõ. Çíà÷èò, ñðåäè àêöèîíåðîâ ïóáëè÷íîé ôèðìû íå ìåíåå 12 � ìèíîðèòàðèè.

×èñëî ìèíîðèòàðèåâ íà áèðæå íå ìåíåå, ÷åì 12 · 1
6
N , ò.å. íå ìåíåå 2N. Èòàê,

÷èñëî ìèíîðèòàðèåâ íå ìåíåå 2N, ÷èñëî íàñòîÿùèõ àêöèîíåðîâ íå áîëåå 3N,
çíà÷èò, ìèíîðèòàðèè ñîñòàâëÿþò íå ìåíåå îäíîé ïÿòîé, ò.å. íå ìåíåå 20%.

5. Ìîæåò ëè êâàäðàò êàêîãî-íèáóäü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îêàçàòüñÿ íàèìåíüøèì
îáùèì êðàòíûì äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë? Îáîñíóéòå ñâîé îò-
âåò.
Ðåøåíèå. Íåò, ÍÎÊ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë íå ìîæåò îêàçàòüñÿ êâàäðàòîì íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî äâà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñëà, n è n+ 1, ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûìè. (Ýòîò ôàêò ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, è ïðè íåîáõîäèìîñòè
äîêàçûâàåòñÿ òàê: åñëè n èìååò äåëèòåëü d, d > 1, òî n + 1 íå ìîæåò èìåòü
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äåëèòåëü d, òàê êàê 1 íå äåëèòñÿ íà d.) Ïîýòîìó âñå ïðîñòûå ÷èñëà, âõîäÿùèå
â ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, íå ìîãóò âõîäèòü â ðàçëîæåíèå n+ 1,
è íàîáîðîò. Çíà÷èò, ÍÎÊ(n, n + 1) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ n · (n + 1). Åñëè áû
ÍÎÊ áûë áû ðàâåí êâàäðàòó êàêîãî-ëèáî ÷èñëà, òî âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè,
âõîäÿùèå â ÍÎÊ, âõîäèëè áû â ÷åòíîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó êàæäîå èç ÷èñåë n è
n+ 1 ÿâëÿëîñü áû êâàäðàòîì, à ýòî íåâîçìîæíî � äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ êâàä-
ðàòîâ íå ñóùåñòâóåò. (Äåéñòâèòåëüíî, â ðàçëîæåíèè x2− y2 = (x− y)(x+ y) ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí ìíîæèòåëü áîëüøå 1.)
Îòâåò. Íå ìîæåò.
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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

9 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñàøà, Æåíÿ è Âàëÿ ñèäÿò çà òðåóãîëüíûì ñòîëîì, êîòîðûé ðàñ÷åð÷åí íà
ìàëåíüêèå òðåóãîëüíè÷êè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Îíè çàïîëíÿþò âñå òðåóãîëüíè÷êè ÷èñëàìè -1 è 1. Ïîñëå çàïîëíåíèÿ âñåõ
òðåóãîëüíè÷êîâ îíè âû÷èñëÿþò ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñâîèõ ãîðè-
çîíòàëüíûõ ðÿäàõ è ñêëàäûâàþò ïîëó÷èâøèåñÿ ïðèçâåäåíèÿ. (Ó êàæäîãî ÷å-
ëîâåêà, ñèäÿùåãî çà ñòîëîì, ñâîå ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå ãîðèçîíòàëè
� ïàðàëëåëüíîå ñòîðîíå ñòîëà, îáðàùåííîé ê ñèäÿùåìó). Ìîæåò ëè îêçàòüñÿ,
÷òî ïðè êàêîé-òî ðàññòàíîâêå -1 è 1 Ñàøà ïîëó÷èò â ñóììå 4, Æåíÿ ïîëó÷èò
â ñóììå -4, à Âàëÿ ïîëó÷èò â ñóììå 0?
Ðåøåíèå. Îäíà èç âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Íåîáõîäèìî

1

-1

-1

-1
-1 -1

-1 11

1
1 1

11

1
1

ðàññòàâèòü -1 òàê, ÷òîáû ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ â êàæäîì ðÿäó îíè âñòðå÷à-
ëèñü áû ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ïî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ â êàæäîì ðÿäó -1 âñòðå-
÷àëèñü áû íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ïî òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ â äâóõ ñòðîêàõ -1
ñòîÿëè áû ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, è â äâóõ ñòðîêàõ � íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
Îòâåò. Ìîæåò.
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2. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
≥ 1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåä-
íèì ãàðìîíè÷åñêèì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ

x+ y

2
≥ 2

1
x
+ 1

y

Â íàøåì ñëó÷àå ïî î÷åðåäè ïðèìåíÿåì ýòî íåðàâåíñòâî ê ïàðàì

(
x =

1

a
, y =

1

b

)
;(

x =
1

b
, y =

1

c

)
;

(
x =

1

c
, y =

1

a

)
.

1
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2
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a+ b

1

b
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c
2

≥ 2
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1

c
+

1

a
2

≥ 2

c+ a

Ñëîæèì ýòè òðè íåðàâåíñòâà

1

a
+

1

b
2

+

1

b
+

1

c
2

+

1

c
+

1

a
2

≥ 2

a+ b
+

2

b+ c
+

2

c+ a

Îñòàåòñÿ ïîäåëèòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
≥ 1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Îíî ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ.

3. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 26 êàñàåòñÿ äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, äëè-
íû êîòîðûõ � 36 è 60. Íàéäèòå, íà êàêèå îòðåçêè îêðóæíîñòü äåëèò ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè áîëüøå ïîëîâèíû êîðîòêîé ñòîðîíû ïðÿìî-
óãîëüíèêà, à äèàìåòð îêðóæíîñòè ìåíüøå åãî äëèííîé ñòîðîíû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò äëèííóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ êàñàþùåéñÿ, â äâóõ òî÷êàõ, è íå ïåðåñåêàåò âòîðóþ êîðîòêóþ ñòîðîíó.
Îáîçíà÷åíèå òî÷åê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òî÷êè K è M � òî÷êè êàñàíèÿ, ðàäè-
óñû OK è OM ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê êàê BMOK
� êâàäðàò, òî îòðåçêè BM è BK ðàâíû 26. Â òðåóãîëüíèêå OLH èçâåñòíû äâå
ñòîðîíû � ãèïîòåíóçà OL ðàâíà 26 è êàòåò OH ðàâåí 10. Ïî òåîðåìå Ïèôàãî-
ðà íàõîäèì êàòåò LH, îí ðàâåí 24. Îòñþäà îòðåçîê AL ðàâåí 2, è îòðåçîê LP
ðàâåí 48. Îêðóæíîñòü äåëèò ñòîðîíó AD íà îòðåçêè äëèíîé 2, 48, 10.
Îòâåò. 26 è 34; 26 è 10; 2, 48 è 10.
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4. Ðåøèòå óðàâíåíèå n4 − 2n2 = m2 + 38, ãäå n, m � öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Ïðèáàâèì 1 ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

n4 − 2n2 + 1 = m2 + 39

Ñâåðíåì êâàäðàò ðàçíîñòè, ïåðåíåñåì m2 â ëåâóþ ÷àñòü è ðàçëîæèì åå íà
ìíîæèòåëè.

(n2 − 1)2 −m2 = 39

(n2 − 1−m) · (n2 − 1 +m) = 39

Ïîëó÷àåì âîñåìü âîçìîæíîñòåé, êîòîðûå îôîðìèì â âèäå ñèñòåì óðàâíåíèé{
n2 −m− 1 = 39,

n2 +m− 1 = 1,

{
n2 −m− 1 = 1,

n2 +m− 1 = 39,

{
n2 −m− 1 = 13,

n2 +m− 1 = 3,

{
n2 −m− 1 = 3,

n2 +m− 1 = 13,{
n2 −m− 1 = −39,

n2 +m− 1 = −1,

{
n2 −m− 1 = −1,

n2 +m− 1 = −39,

{
n2 −m− 1 = −13,

n2 +m− 1 = −3,

{
n2 −m− 1 = −3,

n2 +m− 1 = −13.

Ïîêàæåì, êàê ñîêðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ è èçáåæàòü ðåøåíèÿ âîñüìè ñèñòåì.
Ïóñòü a è b � äâà öåëûõ ïàðíûõ äåëèòåëÿ ÷èñëà 39, ò.å. ab = 39.

Èç êàæäîé ñèñòåìû

{
n2 −m− 1 = a,

n2 +m− 1 = b,
ìîæíî âûðàçèòü n2, ñëîæèâ äâà óðàâ-

íåíèÿ

n2 =
a+ b

2
+ 1

Î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíûå ïàðû a, b íå äàþò ðåøåíèé äëÿ n2. Âñåãî, ñ ó÷åòîì
ñèììåòðè÷íîñòè, ñóùåñòâóåò äâå ïàðû a = 1, b = 39 è a = 3, b = 13. Ïåðâàÿ
ïàðà ïðèâîäèò ê n2 = 21, âòîðàÿ ïàðà ïðèâîäèò ê n2 = 9. Çíà÷åíèå 21 íå
ïðèâîäèò ê öåëîìó n. Ïîäñòàâèì n2 = 9 â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì m2 =
25, m = ±5. n2 = 9 ïðèâîäèò ê n = ±3, âûáîð n íå çàâèñèò îò âûáîðà m.
Îòâåò. (−5;−3), (−5; 3), (5;−3), (5; 3).

5. Ïðî òðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñëà x, y, z èçâåñòíî, ÷òî xy äåëèòñÿ íà 576, yz
äåëèòñÿ íà 324, xz äåëèòñÿ íà 5184. Äåëèòñÿ ëè (x − y)(y − z)(z − x) íà 48?
Ðåøåíèå.

576 = 26 · 32, 324 = 22 · 34, 5184 = 26 · 34. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà x, y, z â âèäå
ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, âûäåëèâ ñòåïåíè 2 è 3.
x = x0 · 2k · 3l,
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y = y0 · 2m · 3n,
z = z0 · 2s · 3t,
x0, y0, z0 íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3. Ïîëó÷èì ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
xy = x0y0 · 2k+m · 3l+n,
yz = y0z0 · 2m+s · 3n+t,
xz = x0z0 · 2k+s · 3l+t,
Óñëîâèå çàäà÷è ïðèâîäèò ê äâóì ñèñòåìàì íåðàâåíñòâ, îäíîé äëÿ ñòåïåíåé 2
è âòîðîé äëÿ ñòåïåíåé 3.

k +m ≥ 6,

m+ s ≥ 2,

k + s ≥ 6,


l + n ≥ 2,

n+ t ≥ 4,

l + t ≥ 4.

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïåðâàÿ ñèñòåìà äîïóñ-
êàåò äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé � â íåðàâåíñòâå m+s ≥ 2 îäíà èç ïåðåìåííûõ
ðàâíà 0, íàïðèìåð, s. Òîãäà m ≥ 2, k ≥ 6. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ k − s ≥ 6, è
(x−z) äåëèòñÿ íà 26 (íàì äîñòàòî÷íî äåëèìîñòè íà 24). Âòîðîé ñëó÷àé � â íåðà-
âåíñòâå m+s ≥ 2 ïðî îáå ïåðåìåííûõ ìîæíî ñêàçàòü òîëüêî, ÷òîm ≥ 1, s ≥ 1.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ èç âåëè÷èí x, y, z äåëèòñÿ íà 2. Åñëè äâå èç ýòèõ ïåðå-
ìííûõ äåëÿòñÿ íà 4, ïðîèçâåäåíèå (x−y)(y−z)(z−x) äåëèòñÿ íà 24. Îñòàåòñÿ
ðàññìîòðåòü m = 1, s = 1. Äåëèìîñòü êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x, y, z íà 2
ïðèâîäèò ê äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñêîáîê íà 8. Âûíåñåì 2 çà ñêîáêó
â ðàçíîñòè (x− z). Îñòàåòñÿ ðàçíîñòü äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, îíà ÷åòíà è äàåò
÷åòâåðòóþ äâîéêó. Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ (x − y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 16.
Äîêàæåì äåëèìîñòü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà òðè, ðàññìîòðåâ âòîðóþ ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ. Ïðè l èëè n, ðàâíîì 0, âòîðàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ íå ìåíüøå 2,
t íå ìåíüøå 2, è ðàçíîñòü (x− y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 9. Åñëè íè îäíà èç
ïåðåìåííõ l, n, t íå ðàâíà 0, òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ x, y, z äåëèòñÿ íà 3,
è ïðîèçâåäåíèå (x − y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 3. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå (x− y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 48.
Îòâåò. Äåëèòñÿ.
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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

10 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Íà äîñêå íàïèñàíà òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ 100 ñòîëáöîâ è 2 ñòðîêè. Ñàøà è
Æåíÿ ïî î÷åðåäè çàïîëíÿþò ïî îäíîé êëåòêå òàáëèöû, âïèñûâàÿ −1 èëè 1.
Ïåðâûé õîä äåëàåò Ñàøà. Ïîñëå òîãî, êàê òàáëèöà ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà, äëÿ
êàæäîé ñòðîêè âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ 100 ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ýòîé ñðî-
êå. Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë,
ñòîÿùèõ â ýòîì ñòîëáöå. Ìîæåò ëè Æåíÿ äåëàòü ñâîè õîäû òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû â çàïîëíåííîé òàáëèöå ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë â ñòðî-
êàõ ðàâíÿëàñü −2, à ñóììà âñåõ âû÷èñëåííûõ ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë â ñòîëáöàõ
ðàâíÿëàñü 0?
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïàðû êëåòîê òàáëèöû â êàæäîì ðÿäó, ãäå â êàæäóþ
ïàðó âîéäåò êëåòêà ñ íå÷åòíûì è ÷åòíûì íîìåðîì. Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ
Æåíè � ïðåäîñòàâèòü Ñàøå âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ïåðâûé õîä â êàæäóþ òà-
êóþ ïàðó. Ïóñòü Ñàøà çàïîëíèò îäíó (ëþáóþ) èç äâóõ êëåòîê. Â îòâåò Æåíå
íóæíî çàïîëíèòü âòîðóþ êëåòêó ïàðû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Â ïåðâîé ïà-
ðå âåðõíåé ñòðîêè Æåíå ñëåäóåò ïîñòàâèòü òàêîå æå ÷èñëî, êàêîå ïîñòàâèò
Ñàøà. Â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå ýòî óêàçàíî êàê ïàðà |y|y|. Âî âñåõ ïàðàõ
âåðõíåé ñòðîêè, êðîìå ïåðâîé, Æåíå ñëåäóåò íàïèñàòü ÷èñëî, ïðîòèâîïîëîæ-
íîå ïîñòàâëåííîìó Ñàøåé. Â ïðèâåäåííîé íèæå òàáëèöå ýòî óêàçàíî êàê ïàðà
|x|−x|. Â íèæíåé ñòðîêå ïàðû çàïîëíþòñÿ íàîáîðîò - ïåðâàÿ ïàðà ïîñëå çàïîë-
íåíèÿ äîëæíà ñîäåðæàòü äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñëà |x| − x|, âñå îñòàëüíûå
ïàðû, êðîìå ïåðâîé, äîëæíû ñîäåðæàòü îäèíàêîâûå ÷èñëà |y|y|. Î÷åâèäíî,
Æåíÿ âñåãäà ñìîæåò ñäåëàòü íóæíûé õîä â êàæäîé ïàðå. Ïîñëå ðàññòàíîâêè
−1 è 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ñòðàòåãèåé â êàæäîé ñòðîêå îêàæåòñÿ íå÷åòíîå
÷èñëî ìèíóñ åäèíèö, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ñòðîêå áóäåò ðàâíî −1. Ñóììà ïðî-
èçâåäåíèé â ñòðîêàõ áóäåò ðàâíà −2. Â ñîñåäíèõ íå÷åòíîì è ÷åòíîì ñòîëáöàõ
ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë îêàæóòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, è ñóììà ýòèõ ïðîèçâåäåíèé
áóäåò íóëåâîé.

y y x −x x −x . . . x −x x −x
x −x y y y y . . . y y y y

Îòâåò. Ìîæåò.

2. Èçâåñòíî, ÷òî a < b < c. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

3x2 − 2(a+ b+ c)x+ ab+ bc+ ac = 0

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 è x2, ïðè÷åì a < x1 < b, b < x2 < c.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3x2 − 2(a + b + c)x + ab + bc + ac è
ïîäñòàâèì â íåå ïî î÷åðåäè çíà÷åíèÿ x = a, x = b, x = c.

f(a) = 3a2 − 2(a+ b+ c)a+ ab+ bc+ ac = a2 − ab− ac+ bc = (a− b)(a− c)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà, äàííîãî â óñëîâèè, f(a) > 0.
Àíàëîãè÷íî,

f(b) = 3b2 − 2(a+ b+ c)b+ ab+ bc+ ac = b2 − ab− bc+ ac = (b− a)(b− c)
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f(b) < 0.

f(c) = 3c2 − 2(a+ b+ c)c+ ab+ bc+ ac = c2 − ac− bc+ ab = (c− a)(c− b)

f(c) > 0.
Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ â òî÷êàõ
a è b, òî ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ôóíêöèÿ èìååò êîðåíü. Àíàëîãè÷íî îíà èìååò
êîðåíü, ðàñïîëîæåííûé ìåæäó òî÷êàìè b è c. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå óðàâ-
íåíèå - êâàäðàòíîå, òî îíî íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ êîðíåé. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
Äîáàâëåíèå. Óðàâíåíèå ïóòåì ãðóïïèðîâêè ñðàçó ìîæåò áûòü ñâåðíóòî ê âèäó

(x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− a)(x− c) = 0

Ïîäñòàíîâêà x = a, x = b, x = c â ýòî âûðàæåíèå ñðàçó ïðèâîäèò ê ïîëó÷åí-
íûì ðàíåå ïðîèçâåäåíèÿì.

3. Äâå ïðÿìûå l1 è l2, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí α, ñëóæàò îáùèìè âíóòðåííè-
ìè êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòÿì ðàäèóñîâ R1 è R2. Ê îêðóæíîñòÿì ïðîâåäåíà
îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìûå l1 è l2 â òî÷êàõ A è B ñî-
îòâåòñòâåííî. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AB.
Ðåøåíèå.

O
21 O

l
l1

2

A

B

P
Q

K

M

F
E

x

y
a

y
x

a

2

C

R1
2
R

Îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ � ýòî ïðÿìàÿ AB.
Äëèíó îòðåçêà AB îáîçíà÷èì a. Ïóñòü îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç
òî÷åê A è B, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû x è y. Ó÷èòûâàÿ äàííûå çàäà÷è, íàõîäèì
äëèíû îòðåçêîâ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ C. CF = CP = R1 ctg

α
2
, CE = CQ = R2 ctg

α
2
. Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ AQ

è AB, ïðîâåäåííûõ êî âòîðîé îêðóæíîñòè èç òî÷êè A, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Òàêæå ðàâíû îòðåçêè BP è BK. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé{

x+R1 ctg
α
2
+R2 ctg

α
2
= a+ y,

y +R1 ctg
α
2
+R2 ctg

α
2
= a+ x.

Èç óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî x = y, çíà÷èò, a = (R1 +R2) ctg
α
2
.

Îòâåò. (R1 +R2) ctg
α
2
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4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

2018 · 1 + 2017 · 2 + 2016 · 3 . . .+ (2019− k) · k + . . .+ 1 · 2018 =

=
2019 · 2018

2
+

2018 · 2017
2

+
2017 · 2016

2
+ . . .+

n · (n− 1)

2
+ . . .+

2 · 1
2

Ðåøåíèå.

2018 · 1 + 2017 · 2 + 2016 · 3 . . .+ (2019− k) · k + . . .+ 1 · 2018 =
= 2018 + 2017 + 2017 + 2016 + 2016 + 2016 + . . .+
+ (2019− k) + (2019− k) + . . .+ (2019− k)︸ ︷︷ ︸

k ðàç

+ . . .+ 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
2018 ðàç

=

= (2018+2017+2016+ . . .+1)+ (2017+2016+ . . .+1)+ (2016+ . . .+1)+ . . .+
((2019− k) + . . .+ 1) + . . .+ 1 =
Êàæäàÿ ñóììà â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

=
2018 + 1

2
· 2018 + 2017 + 1

2
· 2017 + 2016 + 1

2
· 2016 + . . .

+
(2019− k) + 1

2
· (2019− k) + . . .+

2 + 1

2
· 2 + 1 =

=
2019 · 2018

2
+

2018 · 2017
2

+
2017 · 2016

2
+ . . .+

n · (n− 1)

2
+ . . .+

3 · 2
2

+
2 · 1
2

Çàäà÷à èìååò íàãëÿäíóþ èëëþñòðàöèþ. Ðàçëîæèì â ñòîïêè ìîíåòû â òàêîì
ïîðÿäêå: â ïåðâûé ðÿä ïîëîæèì 2018 ìîíåò, âî âòîðîé ðÿä ïîëîæèì 2017 ñòî-
ïîê ïî äâå ìîíåòû, â òðåòèé ðÿä ïîëîæèì 2016 ñòîïîê ïî òðè ìîíåòû, â k-é
ðÿä ïîëîæèì (2019 − k) ñòîïîê ïî k ìîíåò, ïîñëåäíåé áóäåò ïîëîæåíà îäíà
ñòîïêà èç 2018 ìîíåò. Íà ðèñóíêå òàêàÿ ðàñêëàäêà ïîêàçàíà äëÿ ïÿòè ðÿäîâ.
Ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � ýòî êîëè÷åñòâî âñåõ ìîíåò, ïîñ÷èòàííîå ïî
ðÿäàì â òîì ïîðÿäêå, êàê ìû ðàñêëàäûâàëè ìîíåòû. Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè äî-
êàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà � ýòî ñóììà âñåõ ìîíåò, ïîñ÷èòàííàÿ ïî ïàðàëëåëüíûì
ðÿäàì, èäóùèì âäîëü äðóãîé ñòîðîíû ïîëó÷èâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà.

5. Âçÿëè äåñÿòü ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 1, ïåðåìíîæèëè
èõ, íàøëè âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ïîëó÷åííîãî ÷èñëà è ïåðåìíîæèëè ýòè ïðî-
ñòûå äåëèòåëè (âçÿâ êàæäûé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ? Ïîëíîñòüþ îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî íàé-
äåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò 2, 3, 5, 7. Ïîñ÷è-
ñòàåì, ñêîëüêî ÷èñåë èç äåñÿòè èäóùèõ ïîäðÿä ìîæåò èìåòü óêàçàííûå ÷åòûðå
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äåëèòåëÿ. Èç äåñÿòè ÷èñåë ðîâíî ïÿòü äåëÿòñÿ íà 2, ïðè ýòîì íå ìåíåå îäíîãî
èç ýòèõ ïÿòè ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3. (Ýòîò ôàêò â ðàáîòå ìîæíî íå äîêàçû-

âàòü, òåì íå ìåíåå íàïîìíèì îäíî èç âîçìîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ. Îñòàòêè

îò äåëåíèÿ íà 6 øåñòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîñòàâëÿþò íàáîð îò 0 äî 5,

ò.å. íàéäåòñÿ ÷èñëî, èìåþùåå îñòàòêîì 0, êîòîðîå äåëèòñÿ è íà 2, è íà 3.)
Äàëåå, ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð èç äåñÿòè ÷èñåë ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ è íå
áîëåå ÷åòûðåõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 3. Åñëè òàêèõ ÷èñåë òðè, íå ìåíåå
îäíîãî ýòèõ òðåõ äåëèòñÿ íà 2, è îíî óæå ó÷òåíî ðàíåå. Åñëè òàêèõ ÷èñåë ÷å-
òûðå, òî îíè èìåþò âèä 3k, 3k + 3, 3k + 6, 3k + 9. Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
k, èëè 3k, 3k + 6, èëè 3k + 3, 3k + 9 äåëÿòñÿ íà 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 3, ìû ìîæåì äîáàâèòü ê ïÿòè ÷åòíûì ÷èñëàì
íå áîëåå äâóõ íîâûõ. Äåñÿòü ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîäåðæàò ðîâíî äâà ÷èñëà,
êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 5, èç íèõ ðîâíî îäíî ÷åòíîå è ðàññìîòðåíî ðàíåå. Ïîýòîìó
äåëèìîñòü íà 5 äîáàâëÿåò íå áîëåå îäíîãî ÷èñëà ê ñåìè óæå ó÷òåííûì ðàíåå.
Ñðåäè äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë íå áîëåå äâóõ äåëÿòñÿ íà 7, îäíî èç ýòèõ
÷èñåë � ÷åòíîå, è óæå ó÷òåíî. Äåëèìîñòü íà 7 äîáàâëÿåò íå áîëåå 1 ÷èñëà ê
óæå ó÷òåííûì âîñüìè. Òàêèèì îáðàçîì, ñðåäè äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë
íå áîëåå äåâÿòè, èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí èç äåëèòåëåé 2, 3, 5, 7, ò.å. íàéäåò-
ñÿ ÷èñëî, èìåþùåå áîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü, è íå äåëÿùååñÿ íè íà îäèí èç
ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Çíà÷èò, â ïðîèçâåäåíèè äåñÿòè ÷èñåë âñòðå-
òèòñÿ õîòÿ áû îäèí äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò 2, 3, 5, 7, ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå
âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé áóäåò áîëüøå 210. Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ïðîèçâåäå-
íèå 2 · 3 · 5 · 7 · 11 = 2310.
Îòâåò. 2310.
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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

11 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñóììà ñåìè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 2n. Âåðíî ëè, ÷òî îáÿçàòåëü-
íî íàéäóòñÿ òðè ÷èñëà ñðåäè ýòèõ ñåìè ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ áîëüøå n?
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð. Îäèí èç âîçìîæíûõ: n = 50,
ñåìü ÷èñåë 11, 12, 13, 14, 15, 16, 19. Ñóììà âñåõ ñåìè ÷èñåë ðàâíà 100. Ñóììà
15 + 16 + 19 = 50. Òàê êàê ýòè òðè ÷èñëà - íàèáîëüøèå ñðåäè ñåìè, òî ëþáàÿ
ñóììà òðåõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 50.
Äîïîëíåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà áåðåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ ñåìè ÷èñåë ñ ðàçíîñòüþ 1, òàêàÿ, ÷òî åå ñóììà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîé èç ìåíüøèõ 2n. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ýòîé ïðîãðåññèè çàìåíÿåòñÿ íà ÷èñëî,
äîïîëíÿþùåå ñóììó äî 2n. Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò äëÿ òàêèõ íàòóðàëüíûõ
n, k (k-ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè), êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
n = 4k + 6. Â ïðèâåäåííîì êîíòðïðèìåðå n = 50, k = 11.
Îòâåò. Íå îáÿçàòåëüíî. Ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåð.

2. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x101 + 10099 = x99 + 100101

Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x99(x2 − 1) = 10099(1002 − 1)

Î÷åâèäíî, ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x = 100. Ïðè 0 < x ≤ 1 ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöà-
òåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, ðåøåíèé íåò. Ïðè x > 1 ëåâàÿ ÷àñòü
� âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò íå áîëåå
îäíîãî ðàçà. Çíà÷èò, äðóãèõ êîðíåé íåò. Îòâåò. 100.

3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD. Òî÷êà O � ñåðåäèíà ñðåä-
íåé ëèíèè òðàïåöèè. Òî÷êè K, L, M, N � îáðàçû âåðøèí A, B, C, D ïðè öåí-
òðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Ïðÿìûå KM è NL ïåðåñåêàþò
ñòîðîíû CD è AB â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç
îòðåçêîâ CM , BL, AP , DQ äåëèò ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì.
Ðåøåíèå.

A

B C

D

PQ

K

LM

N

O

F

Âñå îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Ïóñòü äëèíà íèæíåãî îñíîâàíèÿ AD
ðàâíà a, âåðõíåãî îñíîâàíèÿ BC ðàâíà b. Òàê êàê òî÷êà O ïî óñëîâèþ ðàñïîëî-
æåíà íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñíîâàíèÿ
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òðàïåöèè, òî ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ïðÿìûå AD è BC ïåðå-
õîäÿò äðóã â äðóãà.
Òàê êàê òî÷êà O � ñåðåäèíà ñðåäíåé ëèíèè, è ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ñî-
äåðæèò â ñåáå ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà CMD (ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ

MD), òî MD =
a+ b

2
, ò.å. ýòîò îòðåçîê ðàâåí ñðåäíåé òðàïåöèè. Îòñþäà ñðàçó

ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CMD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè òðàïå-
öèè. Ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABL ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òàê êàê òî÷êà A ïðè ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â K, M ïåðåõîäèò â C, òî îòðåçîê
AM ïåðåõîäèò â îòðåçîê CK, çíà÷èò, ACKM � ïàðàëëåëîãðàìì, è ïðÿìûå
AC è KM ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó ACPM � òðàïåöèÿ. Ïóñòü äèàãîíàëè ýòîé
òðàïåöèè AP è CM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Êàê èçâåñòíî, â ëþáîé òðàïåöèè
ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ äèàãîíàëÿìè è áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè, ðàâíû. Â íàøåì ñëó÷àå ðàâíû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AMF è CPF .
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäè òðóãîëüíèêîâ APD è CMD ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé. Óæå äîêàçàíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CMD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè
òðàïåöèè, ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà APD òàêæå ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùà-
äè òðàïåöèè, ÷òî òðåáîâàëîñü. Ðàññóæäåíèÿ ïðî òðåóãîëüíèê AQD ïðîâîäÿòñÿ
àíàëîãè÷íî.

4. Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2018 ðîâíî â 2018
öåëûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü öåëûå êîðíè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) � äàííûé ìíîãî÷ëåí, òîãäà P (x)−2018 èìååò 2018 öåëûõ
ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

P (x)− 2018 = (x− x1) · (x− x2) · (x− x3) · . . . · (x− x2018) ·Q(x)

ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P (x) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê

P (x) = (x− x1) · (x− x2) · (x− x3) · . . . · (x− x2018) ·Q(x) + 2018

Ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x0, îòëè÷íîãî îò x1, x2, x3, . . . , x2018,
êàæäûé ìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè (x0 − x1) · (x0 − x2) · (x0 − x3) · . . . · (x0 −
x2018) ·Q(x0) îêàæåòñÿ öåëûì, íå ðàâíûì 0. Ïðè ýòîì âñå ìíîæèòåëè (x0−xk)
ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ òðè ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ íå ìåíüøèå 2, 3, 1009,
à îñòàëüíûå ìíîæèòåëè íå ìåíüøå 1. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå (x0 − x1) · (x0 −
x2) · (x0−x3) · . . . · (x0−x2018) ·Q(x0) ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò 2018 è P (x) öåëûõ
êîðíåé íå èìååò.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòî-
ðîãî íå ìåíüøå 7, íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî ïðîèçâåäåíèå am
áóäåò ÷èñëîì, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíèö.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a � ÷èñëî, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðîãî îòëè÷íû îò 2, 3, 5.

×èñëî
1

a
Ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü ñ ïåðèîäîì n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
1

a
= 0, b0b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Çäåñü b0 - íåïåðèîäè÷åñêîå íà÷àëî äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðà-
âóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íà 10k, ïîäîáðàâ k òàê, ÷òîáû ïîñëå çàïÿòîé ñðàçó
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øåë ïåðèîä äåñÿòè÷íîé äðîáè. (b0 - öåëàÿ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà.)

10k

a
= b0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Ïåðåïèøåì òàê
10k − b0 · a

a
= 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Ïîâòîðèì äåéñòâèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåâîäå ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿ-
òè÷íîé äðîáè â îáûêíîâåííóþ. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà
10n.

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

(Çäåñü b1b2 . . . bn � òðàäèöèîííàÿ ôîðìà çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, îáðàçî-
âàííîãî öèôðàìè b1, b2, . . . bn.)

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn + 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Çàìåíèì 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . . íà
10k − b0 · a

a
.

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn +
10k − b0 · a

a

10k − b0 · a
a

· (10n − 1) = b1b2 . . . bn

(10k − b0 · a) 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n äåâÿòîê

= b1b2 . . . bn · a

(10k − b0 · a) · 9 · 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

= b1b2 . . . bn · a

(9 · 10k − 9 · b0 · a) · 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

= b1b2 . . . bn · a

Ñïðàâà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà a. Ìíîæèòåëü (9 · 10k − 9 · b0 · a)
âçàèìíî ïðîñò ñ a. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòîò ìíîæèòåëü èìåë õîòÿ áû îäèí
îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü ñ a, òî 9 · 10k äåëèëîñü áû íà ýòîò ïðîñòîé äåëèòåëü.
Íî 9 · 10k èìååò ïðîñòûå äåëèòåëè òîëüêî 2, 3, 5, à a íå èìååò ýòèõ äåëèòåëåé.
Çíà÷èò, âòîðîé ìíîæèòåëü 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸ äåëèòñÿ íà a, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå am áóäåò ÷èñëîì, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç
åäèíèö.
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