
Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

5 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ðàçðåæüòå ôèãóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå, íà äâå ÷àñòè, îäèíàêîâûå è ïî ôîðìå, è
ïî ïëîùàäè. Ðàçðåçû ïðîâîäÿòñÿ ïî ëèíèÿì ñåòêè.

Ðåøåíèå.

Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè âåðíûé ðàçðåç èëè ïîêàçàòü äâå ïîëó÷åííûå ôèãóðû.

2. Íà ïîëêå ñòîÿò â ðÿä èãðóøå÷íûå ìàøèíêè: ëåãêîâàÿ, àâòîáóñ, ãðóçîâèê è ôóðãîí.
Îíè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà: êðàñíûé, ñèíèé, æ¼ëòûé, çåë¼íûé. Èçâåñòíî, ÷òî
ñèíÿÿ ìàøèíêà ñòîèò ìåæäó êðàñíîé è çåë¼íîé; ñïðàâà îò æ¼ëòîé ìàøèíêè ñòîèò
ôóðãîí; àâòîáóñ ñòîèò ïðàâåå è ëåãêîâîé, è ôóðãîíà; ëåãêîâàÿ ñòîèò íå ñ êðàþ; êðàñ-
íàÿ è æ¼ëòàÿ ìàøèíêè ñòîÿò íå ðÿäîì. Îïðåäåëèòå, â êàêîì ïîðÿäêå ñòîÿò ìàøèíêè
è êàêîãî îíè öâåòà.
Ðåøåíèå. ×èòàåì çàäàííûå óñëîâèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññòàâëÿåì öâåòà è ìàøèí-
êè.
Ïåðâàÿ ôðàçà ïîçâîëÿåò ðàññòàâèòü òðè öâåòà äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ê Ñ Ç èëè Ç Ñ Ê
Æåëòàÿ ìàøèíêà ñòîèò ñëåâà îò ýòèõ òðåõ, òàê êàê ñïðàâà îò íåå � ôóðãîí.
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Ô

Êðàñíàÿ è æåëòàÿ ñòîÿò íå ðÿäîì, ÷òî èñêëþ÷àåò îäíó èç ðàññòàíîâîê. Îñòàåòñÿ
Æ Ç Ñ Ê

Ô
Ôðàçà �àâòîáóñ ñòîèò ïðàâåå è ëåãêîâîé, è ôóðãîíà� äàåò òðè âàðèàíòà
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Íî ïîñëåäíåå óñëîâèå, ÷òî ëåãêîâàÿ ñòîèò íå ñ êðàþ, îñòàâëÿåò âîçìîæíîé òîëüêî
ïåðâóþ èç ýòèõ òðåõ ðàññòàíîâîê. Ïîëó÷àåì îòâåò.
Æ Ç Ñ Ê
Ã Ô Ë À
Îòâåò. Ñëåâà íàïðàâî: æåëòûé ãðóçîâèê, çåëåíûé ôóðãîí, ñèíÿÿ ëåãêîâàÿ, êðàñíûé
àâòîáóñ.

3. Ñîñ÷èòàéòå, ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ïîÿñíèòå ñâîé ñïîñîá
ñ÷åòà.

Ðåøåíèå. Âèäû òðåóãîëüíèêîâ è èõ ïðèâÿçêà ê âåðøèíàì èëè ñòîðîíàì ìíîãîóãîëü-
íèêà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.

Âñåãî òðåóãîëüíèêîâ 2 + 6 + 6 + 6 + 12 = 32.
Îòâåò. 32 òðåóãîëüíèêà.

4. Â òðåõçíà÷íîì ÷èñëå öèôðû ñîòåí è åäèíèö îäèíàêîâûå. Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç íèõ äåëèòñÿ íà 15.
Ðåøåíèå. Òàê êàê èñêîìîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 5, òî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíû
5, è îíè íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè 0. Ñóììà öèôð äîëæíà äåëèòüñÿ íà 3, ÷òîáû ÷èñëî
äåëèëîñü íà 3. Ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðàÿ öèôðà ìîæåò áûòü 2, 5, 8.
Îòâåò. 525, 555, 585.

5. Âäîëü òðîïèíêè ðîñëè ðîìàøêè. Ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ðîìàøêàìè âûðîñ âàñèëåê,
à çàòåì ìåæäó êàæäûì âàñèëüêîì è ðîìàøêîé - îäóâàí÷èê. Îêàçàëîñü, ÷òî òåïåðü
âäîëü òðîïèíêè ðàñòåò 101 öâåòîê. Ñêîëüêî ðîìàøåê ðàñòåò âäîëü òðîïèíêè?
Ðåøåíèå. Åñëè â êàêîé òî ìîìåíò ðàñòåò n öâåòîâ, òî ìåæäó íèìè n−1 ïðîìåæóòêîâ,
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ïîýòîìó ìåæäó íèìè âûðàñòàåò n − 1 öâåòîê, è âñåãî ñòàíîâèòñÿ 2n − 1 öâåòêîâ.
(Îòñóòñòâèå ýòîé ôðàçû íå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ áàëëîâ çà ðåøåíèå). Ïåðåéäåì
ê ðåøåíèþ ñ êîíöà. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ îäóâàí÷èêîâ ðàñòåò 101 öâåòîê, çíà÷èò, äî
ýòîãî öâåòîâ áûëî (101 + 1) : 2 = 51. Ïîëó÷èëè, ÷òî âàñèëüêîâ è ðîìàøåê âìåñòå 51.
Ïîýòîìó ðîìàøåê (51 + 1) : 2 = 26.
Îòâåò. 26 ðîìàøåê.

6. Ó÷àñòíèêè ëåòíåãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ øêîëüíèêîâ ïîëó÷èëè â ïîäàðîê
èëè îðàíæåâóþ, èëè ôèîëåòîâóþ ôóòáîëêó. ×èñëî ó÷àñòíèêîâ ôèçè÷åñêîé ãðóïïû,
ïîëó÷èâøèõ îðàíæåâóþ ôóòáîëêó, ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãðóï-
ïû, ïîëó÷èâøèõ ôèîëåòîâóþ ôóòáîëêó. Êîãî áîëüøå - ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ãðóïïû, èëè ïîëó÷èâøèõ îðàíæåâóþ ôóòáîëêó?
Ðåøåíèå 1. Ó÷àñòíèêè ëàãåðÿ äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû, ïî öâåòó
ôóòáîëêè è ïðåäìåòó îáó÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ êàæäîé ãðóïïû êàê
ÔèçÎðàíæ, ÔèçÔèîëåò, ÌàòÎðàíæ, ÌàòÔèîëåò. ×èñëà, êîòîðûå òðåáóåòñÿ ñðàâ-
íèòü, ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììû.
×èñëî ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãðóïïû = ÌàòÎðàíæ + ÌàòÔèîëåò
×èñëî ó÷àñòíèêîâ, ïîëó÷èâøèõ îðàíæåâóþ ôóòáîëêó = ÌàòÎðàíæ + ÔèçÎðàíæ
Ïî óñëîâèþ, ÔèçÎðàíæ = ÌàòÔèîëåò, à ïåðâîå ñëàãàåìîå â êàæäîé ñóììå ñîâïàäà-
åò. Ïîýòîìó ñóììû ðàâíû.
Ðåøåíèå 2. Âíà÷àëå âûäàäèì âñåì ó÷àñòíèêàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ îðàíæåâûå
ôóòáîëêè. Â ýòîò ìîìåíò ó ôèçèêîâ ôóòáîëîê íåò, ôèîëåòîâûõ ôóòáîëîê íåò. Çàòåì
÷àñòü ìàòåìàòèêîâ ïåðåäàåò ñâîè îðàíæåâûå ôóòáîëêè ôèçèêàì è òóò æå ïîëó÷àåò
ôèîëåòîâûå ôóòáîëêè. Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ôèçè÷åñêîé ãðóïïû,
ïîëó÷èâøèõ îðàíæåâóþ ôóòáîëêó, ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãðóïïû,
ïîëó÷èâøèõ ôèîëåòîâóþ ôóòáîëêó� (ïî óñëîâèþ, ôèçèêîâ õâàòèò äëÿ òàêîãî îáìå-
íà). Îñòàâøèåñÿ ôèçèêè ïîëó÷àþò ôèîëåòîâûå ôóòáîëêè (îðàíæåâûå ôóòáîëêè îíè
ïîëó÷èòü íå ìîãóò, íàðóøèòñÿ óñëîâèå çàäà÷è). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ìàòåìàòèêîâ
ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòíèêîâ ëàãåðÿ, ïîëó÷èâøèõ îðàíæåâóþ ôóòáîëêó.
Îòâåò. Ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ãðóïïû ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ÷åëîâåê ïîëó÷èëè
îðàíæåâóþ ôóòáîëêó.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

6 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Èìåþòñÿ äâà âåäðà, îäíî 7 ëèòðîâ, âòîðîå 3 ëèòðà. Èìååòñÿ êðàí è ðàêîâèíà, îíè
ïîçâîëÿþò íàáðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî âîäû è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, âûëèòü åå. Íàïè-
øèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, êàê, íàëèâàÿ è âûëèâàÿ âîäó èç âåäåð, ìîæíî
îòìåðèòü ðîâíî 1 ëèòð âîäû. Ïðîäîëæèòå äàëüøå è ïîêàæèòå, êàê ïîëó÷èòü 2, 4, 5,
6 ëèòðîâ âîäû. Âñïîìîãàòåëüíîé ïîñóäû íåò.
Ðåøåíèå.

1 ëèòð ïîëó÷àåì, äâà ðàçà ïîñëåäîâàòåëüíî âûëèâàÿ âîäó èç âåäðà 7 ëèòðîâ â âåäðî
3 ëèòðà. Â áîëüøîì âåäðå îñòàíåòñÿ 1 ëèòð.
2 ëèòðà ïîëó÷àåì, òðè ðàçà ïîñëåäîâàòåëüíî âûëèâàÿ âîäó èç âåäðà 3 ëèòðà â âåäðî
7 ëèòðîâ, íàïîëíèâ åãî. Â ìàëîì âåäðå îñòàíåòñÿ 2 ëèòðà.
4 ëèòðà ïîëó÷àåì, âûëèâ ÷àñòü âîäû èç âåäðà 7 ëèòðîâ â âåäðî 3 ëèòðà, íàïîëíèâ
åãî. Â áîëüøîì âåäðå îñòàíåòñÿ 4 ëèòðà.
5 ëèòðîâ ïîëó÷àåì òàê. Áåðåì äâà ëèòðà âîäû (ìû óæå óìååì ïîëó÷àòü 2 ëèòðà, ñì.
âûøå), ïåðåëèâàåì èõ â áîëüøîå âåäðî, äîáàâëÿåì 3 ëèòðà. Ïÿòü ëèòðîâ íàõîäÿòñÿ
â áîëüøîì âåäðå.
5 ëèòðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü âòîðûì ñïîñîáîì. Ïîëó÷àåì â áîëüøîì âåäðå 1 ëèòð (ñì.
âûøå). Ïåðåëèâàåì ýòîò ëèòð â ìàëîå âåäðî. Íàïîëíÿåì áîëüøîå âåäðî è îòëèâàåì
èç íåãî âîäó â òðåõëèòðîâîå, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ 1 ëèòð. Â áîëüøîì âåäðå îñòàíåòñÿ
5 ëèòðîâ. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñïîñîáîì, òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ 5 ëèòðîâ ìîæíî
ïîëó÷èòü 2 ëèòðà, ïåðåëèâ ëèøíþþ âîäó èç áîëüøîãî âåäðà â ïóñòîå òðåõëèòðîâîå.
6 ëèòðîâ ïîëó÷àåì, íàïîëíÿÿ áîëüøîå âåäðî äâà ðàçà ïî 3 ëèòðà.

2. Â êëàññå ó÷èòñÿ 28 ÷åëîâåê. Â îäèí äåíü êàæäûé ïðèíåñ ïî òðè ôëîìàñòåðà, êðàñ-
íûé, çåëåíûé, ñèíèé. Ìîãóò ëè ó÷åíèêè êëàññà îáìåíÿòüñÿ ôëîìàñòåðàìè òàê, ÷òîáû
ó êàæäîãî îêàçàëîñü òðè ôëîìàñòåðà îäíîãî öâåòà?
Ðåøåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé îáìåí âîçìîæåí. Âîçüìåì âñåõ ó÷åíèêîâ, ïîëó-
÷èâøèõ ïî òðè êðàñíûõ ôëîìàñòåðà. Äðóãèõ ó÷åíèêîâ, ïîëó÷èâøèõ êðàñíûå ôëî-
ìàñòåðû, ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, íåò. Îòñþäà ÷èñëî âñåõ êðàñíûõ ôëîìàñòåðîâ
äåëèòñÿ íà òðè. ×èñëî êðàñíûõ ôëîìàñòåðîâ, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ðàâíî 28, ïîýòîìó
ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ðåøåíèå 2. Áóäåì âûäàâàòü ôëîìàñòåðû ïî òðè. Ñíà÷àëà ðàçäàäèì 27 êðàñíûõ, èõ
ïîëó÷àò 9 ó÷åíèêîâ. Çàòåì ðàçäàäèì 27 çåëåíûõ è 27 ñèíèõ ôëîìàñòåðîâ, èõ ïîëó÷àò
åùå 18 ó÷åíèêîâ. Îñòàíåòñÿ îäèí ó÷åíèê è òðè ôëîìàñòåðà ðàçíûõ öâåòîâ.
Îòâåò. Ó÷åíèêè íå ìîãóò îáìåíÿòüñÿ ôëîìàñòåðàìè òàê, ÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë
òðè ôëîìàñòåðà îäíîãî öâåòà.

3. Ïåðåä òåëåâèçîðîì ñèäÿò òðè ïîäðóæêè-ñïîðùèöû. Ïðî êàæäóþ èç íèõ èçâåñòíî,
÷òî îíà èëè âñåãäà âî âñåì ïðàâà, èëè âñåãäà âî âñåì îøèáàåòñÿ. Ïåðâàÿ ñêàçàëà: �Íè
îäíà èç íàñ íå âèäåëà ýòîò ôèëüì�. Âòîðàÿ ñêàçàëà: �ß âèäåëà ýòîò ôèëüì, à âû îáå
íå âèäåëè�. Òðåòüÿ ñêàçàëà: �ß âèäåëà ýòîò ôèëüì�. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ñðåäè ýòèõ
ïîäðóæåê òàêèõ, êîòîðûå âñåãäà ïðàâû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàêàÿ-òî èç íèõ ñêàçàëà
âñå âåðíî, à êàêàÿ-òî îøèáëàñü.
Ðåøåíèå. Åñëè ïåðâàÿ ïîäðóæêà ïðàâà, òî âûñêàçûâàíè âòîðîé è òðåòüåé íåâåðíû.
Åñëè âòîðàÿ ïîäðóæêà ïðàâà, òî âûñêàçûâàíèÿ ïåðâîé è òðåòüåé íåâåðíû. Åñëè
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òðåòüÿ ïîäðóæêà ïðàâà, òî âûñêàçûâàíèÿ âòîðîé è òðåòüåé íåâåðíû. Äâå ïîäðóæêè
íå ìîãóò áûòü ïðàâû îäíîâðåìåííî. Òàê êàê õîòÿ áû îäíà èç ïîäðóæåê âûñêàçàëà
âåðíîå óòâåðæäåíèå, òî âåðíûõ óòâåðæäåíèé ðîâíî îäíî.
Îòâåò. Ñðåäè ïîäðóæåê ðîâíî îäíà òàêàÿ, êîòîðàÿ âñåãäà ïðàâà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ n ïðîèçâåäåíèå (n+3)(n+7)(n+11) äåëèòñÿ íà 3.
Ðåøåíèå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì îñòàòêîâ.
Ïóñòü n = 3k. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

(n+ 3)(n+ 7)(n+ 11) = (3k + 3)(3k + 7)(3k + 11) = 3(k + 1)(3k + 7)(3k + 11)

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3.
Ïóñòü n = 3k + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

(n+ 3)(n+ 7)(n+ 11) = (3k + 4)(3k + 8)(3k + 12) = 3(3k + 4)(3k + 8)(k + 4)

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3.
Ïóñòü n = 3k + 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

(n+ 3)(n+ 7)(n+ 11) = (3k + 5)(3k + 9)(3k + 13) = 3(3k + 5)(k + 3)(3k + 13)

Ýòî âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà 3.

5. Íàðèñóéòå âîñåìü òî÷åê è ñîåäèíèòå èõ îòðåçêàìè òàê, ÷òîáû îòðåçêè íå ïåðåñåêà-
ëèñü, è êàæäàÿ òî÷êà áûëà áû êîíöîì ðîâíî ÷åòûðåõ îòðåçêîâ.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ðèñóíîê. Âîçìîæíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî-

ìåñòèòü îäèí ÷åòûðåõóãîëüíèê â äðóãîé.

6. Ñóùåñòâóþò ëè òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ (öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ) ÷èñëà, òàêèõ,
÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì?
Ðåøåíèå. ×èñëî 2 íå ìîæåò áûòü ñóììîé òðåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Îñòàëü-
íûå ïðîñòûå ÷èñëà � íå÷åòíûå. Ïóñòü òðè ÷èñëà, î êîòîðûõ ñïðàøèâàåòñÿ â óñëîâèè
çàäà÷è, ñóùåñòâóþò. Ñóììà ïåðâîãî è âòîðîãî ÷èñëà íå÷åòíà, çíà÷èò, îäíî èç ýòèõ
÷èñåë ÷åòíî, à âòîðîå íå÷åòíî. Ñóììà âòîðîãî è òðåòüåãî ÷èñëà íå÷åòíà, çíà÷èò, îä-
íî èç ýòèõ ÷èñåë ÷åòíî, à âòîðîå íå÷åòíî. Ïîýòîìó ïåðâîå è òðåòüå ÷èñëî èëè îáà
îäíîâðåìåííî íå÷åòíûå, èëè îáà îäíîâðåìåííî ÷åòíûå. Ïîýòîìó ñóììà ïåðâîãî è
òðåòüåãî ÷èñëà ÷åòíà, è íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì. Çíà÷èò, òðåáóåìûõ òðåõ
÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.
Îòâåò. Òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

7 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà äåñÿòü êâàäðàòîâ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð èëè äîêàæèòå,
÷òî ñïîñîáà ðàçðåçàòü íå ñóùåñòâóåò.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ðèñóíîê. Ïîêàçàíî äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ.

2. Íàéäèòå è îïèøèòå çàêîíîìåðíîñòü, ïî êîòîðîé ñîñòàâëåí ðÿä ÷èñåë. Îïðåäåëèòå
ñëåäóþùåå ÷èñëî ýòîãî ðÿäà.

112, 224, 448, 8816, 6612

Ðåøåíèå. Çàìå÷àåì çàêîíîìåòðîñòü: êàæäîå ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ ñ äâóõ îäèíàêîâûõ
öèôð, ïåðâûå äâå öèôðû ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ è ïîëó÷åííàÿ ñóììà çàïèñûâàåòñÿ
çà íèìè. Ñëåäóþùåå ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ ñ äâóõ îäèíàêîâûõ öèôð, ñîâïàäàþùèõ ñ
ïîñëåäíåé öèôðîé ïðåäûäóùåãî ÷èñëà. Ïî ýòîìó ïðàâèëó, ñëåäóþùèì ÷èñëîì áóäåò
224.
Îòâåò. 224.

3. Â ìàãàçèíå òîðãîâàëè ÿáëîêàìè. Âî âòîðîé äåíü ïðîäàëè ÷åòâåðòü îò êîëè÷åñòâà
ÿáëîê, ïðîäàííûõ â ïåðâûé äåíü, è åùå âîñåìü êèëîãðàìì. Â òðåòèé äåíü ïðîäàëè
÷åòâåðòü îò êîëè÷åñòâà ÿáëîê, ïðîäàííûõ âî âòîðîé äåíü, è åùå âîñåìü êèëîãðàìì.
Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ÿáëîê ïðîäàëè â ïåðâûé äåíü, åñëè â òðåòèé äåíü ïðîäàëè 18
êèëîãðàììîâ?
Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü ñ êîíöà. Â òðåòèé äåíü ïðîäàëè 18 êã ÿáëîê, åñëè îòíÿòü
8 êèëîãðàììîâ, òî îñòàâøèåñÿ 10 ñîñòàâÿò ÷åòâåðòü îò êîëè÷åñòâà, ïðîäàííîãî âî
âòîðîé äåíü. Ïîýòîìó âî âòîðîé äåíü ïðîäàëè 40 êèëîãðàììîâ ÿáëîê. Èç íèõ 32
êèëîãðàììà ñîñòàâëÿþò ÷åòâåðòü êîëè÷åñòâà, ïðîäàííîãî â ïåðâûé äåíü. Ïîýòîìó â
ïåðâûé äåíü ïðîäàëè 128 êèëîãðàììîâ ÿáëîê.
Îòâåò. 128 êèëîãðàììîâ.

4. Íà ñòîëå ëåæèò òðè êó÷êè êîíôåò, â ïåðâîé 10 øòóê, âî âòîðîé � 20 øòóê, â òðå-
òüåé � 30 øòóê. Ìàøà è Ðèòà èãðàþò â èãðó � ïî î÷åðåäè äåëÿò îäíó ëþáóþ êó÷êó,
ëåæàùóþ íà ñòîëå, íà äâå ÷àñòè. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà êòî-òî èç äåâî÷åê íå
ìîæåò ñäåëàòü õîä è òåì ñàìûì ïðîèãðûâàåò. Ïåðâàÿ õîäèò Ìàøà. Êòî âûèãðàåò â
ýòîé èãðå?
Ðåøåíèå. Ðàçäåëèòü ìîæíî ëþáóþ êó÷êó, â òîì ÷èñëå ñîñòîÿùóþ èç äâóõ êîíôåò.
Ïîýòîìó èãðà çàêîí÷èòñÿ, êîãäà âñå êîíôåòû áóäóò ðàçäåëåíû íà êó÷êè èç îäíîé
êîíôåòû. Ïðåäûäóùèå õîäû íå âëèÿþò íà î÷åðåäíîé õîä � ïîêà êó÷êè íå êîí÷èëèñü,
ìîæíî îòäåëèòü îäíó êîíôåòó îò äðóãèõ. ×òîáû ðàçäåëèòü 60 êîíôåò, ïåðâîíà÷àëü-
íî íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé áîëüøîé êó÷êå, íà 60 êó÷åê, íóæíî ñäåëàòü 59 õîäîâ. Ïî

6



óñëîâèþ çàäà÷è, äâà õîäà óæå ñäåëàíû, èìåþòñÿ òðè êó÷êè. Îñòàëîñü ñäåëàòü 57
õîäîâ. Ïîýòîìó ïîñëåäíèé, íå÷åòíûé, õîä ñäåëàåò Ìàøà.
Îòâåò. Âûèãðàåò Ìàøà.

5. Äåñÿòü ôóòáîëüíûõ êîìàíä â òå÷åíèå äâóõ ëåò ïîäðÿä ïðîâåëè äâà òóðíèðà. Êàæäûé
ãîä ðåçóëüòàòû òóðíèðà çàïèñàëè â òàáëèöó, â êîòîðûõ óêàçàëè ìåñòà êîìàíä ñ ïåð-
âîãî ïî äåñÿòîå. Êîìàíäà ñ÷èòàåòñÿ ñòàáèëüíîé, åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà äðóãàÿ
êîìàíäà, ñòîÿùàÿ íèæå â êàæäîé èç äâóõ òàáëèö. Êàêîå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ñòàáèëüíûõ êîìàíä ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî ðåçóëüòàòàì äâóõ òóðíèðîâ?
Ðåøåíèå. Ïî ðåçóëüòàòàì äâóõ òóðíèðîâ â òàáëèöàõ íå ìîæåò îêàçàòüñÿ äåñÿòü ñòà-
áèëüíûõ êîìàíä, òàê êàê íè â îäíîé òàáëèöå íå íàéäåòñÿ êîìàíäà, ñòîÿùàÿ íèæå
âñåõ äåñÿòè êîìàíä. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòàáèëüíûõ êîìàíä � äåâÿòü, ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ñòàáèëüíûõ êîìàíä � íîëü. Ïðèâäåì ïðèìåðû ðàññòàíîâêè êîìàíä â òàáëèöàõ.
Äåâÿòü ñòàáèëüíûõ êîìàíä ïîëó÷èì, åñëè îäíà è òà æå êîìàíäà çàéìåò äåñÿòîå ìåñòî
â êàæäîì èç äâóõ òóðíèðîâ. Òîãäà äëÿ êàæäîé èç äåâÿòè îñòàëüíûõ êîìàíä óñëîâèå
ñòàáèëüíîñòè áóäåò âûïîëíåíî.
Íîëü ñòàáèëüíûõ êîìàíä ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ òàêèõ äâóõ òàáëèö çà äâà ãîäà
Ìåñòî Íîìåð êîìàíäû
1 1
2 2
3 3
. . . . . .
9 9
10 10

Ìåñòî Íîìåð êîìàíäû
1 10
2 9
3 8
. . . . . .
9 2
10 1

Ïåðåñòàíîâêà êîìàíä â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âî âòîðîé ãîä äëÿ
ëþáîé êîìàíäû íå íàéäåòñÿ êîìàíäû, êîòîðàÿ ñòîÿëà íèæå åå â ïåðâûé ãîä.
Îòâåò. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî � 0 ñòàáèëüíûõ êîìàíä, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî � 9 ñòà-
áèëüíûõ êîìàíä.

6. Íàïèøèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñî-
ñòàâíûõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå. ×èñëî 2 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë (÷ècëî
1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì). Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íå÷åòíûå
ïðîñòûå ÷èñëà.
Ðàçíîñòü ìåæäó ëþáûì ïðîñòûì ÷èñëîì, áîëüøèì 13, è ÷èñëîì 13, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì
÷èñëîì. Ïóñòü ýòà ðàçíîñòü äëÿ äàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ðàâíà d, ò.å. p − d = 13.
×èñëî 13 èìååò íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû, 13 = 9 + 4. Ïðèáàâèâ ê
÷èñëó 4 ÷èñëî d, ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà p â âèäå
ñóììû 9 è ÷åòíîãî ÷èñëà 4 + d.
Ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë 3, 5, 7, 11 íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë.
Îòâåò. 2, 3, 5, 7, 11.

7



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

8 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Îò Öåíòðàëüíîé ïëîùàäè äî âîêçàëà èäåò ïðÿìàÿ óëèöà, êîòîðàÿ ðàçäåëåíà 11-þ
ïåðåêðåñòêàìè íà 12 îäèíàêîâûõ êâàðòàëîâ. Íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå óñòàíîâëåí ñâå-
òîôîð. Âñå ñâåòîôîðû îäíîâðåìåííî âêëþ÷àþò çåëåíûé ñèãíàë íà 3 ìèíóòû, çàòåì
íà 1 ìèíóòó îäíîâðåìåííî âêëþ÷àþò êðàñíûé ñèãíàë. Àâòîáóñó òðåáóåòñÿ äâå ìè-
íóòû íà òî, ÷òîáû ïðîåõàòü êâàðòàë (îò ïåðåêðåñòêà äî ïåðåêðåñòêà), ëåãêîâîé àâ-
òîìîáèëü ïðîåçæàåò îäèí êâàðòàë çà ìèíóòó. Àâòîáóñ è àâòîìîáèëü îäíîâðåìåííî
âûåçæàþò îò ïëîùàäè, â ýòîò ìîìåíò íà âñåõ ñâåòîôîðàõ çàãîðàåòñÿ çåëåíûé. Êàêîå
òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî ïåðâûì ïðèåäåò íà âîêçàë, è íà ñêîëüêî ìèíóò ðàíüøå?
Ðåøåíèå. Ëåãêîâîé àâòîìîáèëü ïåðâûå òðè ìèíóòû ïðîåäåò òðè êâàðòàëà áåç ïðå-
ïÿòñòâèé. Ïðè ïîäúåçäå ê ïåðåêðåñòêó, îòäåëÿþùåìó òðåòèé êâàðòàë îò ÷åòâåðòîãî,
àâòîìîáèëü îñòàíîâèòñÿ íà ñâåòîôîðå íà 1 ìèíóòó. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîåõàòü
òðè êâàðòàëà è íà÷àòü äâèæåíèå ïî ÷åòâåðòîìó êâàðòàëó, àâòîìîáèëþ ïîòðåáóåòñÿ
÷åòûðå ìèíóòû. Äàëåå äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ïîâòîðèòñÿ, äåâÿòûé êâàðòàë âìåñòå
ñ ïåðåêðåñòêîì îí ïîêèíåò ÷åðåç 12 ìèíóò. Ñëåäóþùèå òðè êâàðòàëà àâòîìîáèëü
ïðîåäåò çà 3 ìèíóòû, è, òàê êàê ïîñëå äâåíàäöàòîãî êâàðòàëà íåò ñâåòîôîðà, îí
ïîäúåäåò ê âîêçàëó ÷åðåç 15 ìèíóò ïîñëå âûåçäà îò ïëîùàäè.
Àâòîáóñ ïðîåäåò ïåðâûé êâàðòàë, ïåðâûé ïåðåêðåñòîê è âòîðîé êâàðòàë áåç îñòàíîâ-
êè è ïîäúåäåò ê âòîðîìó ïåðåêðåñòêó â òîò ìîìåíò, êîãäà êðàñíûé ñâåò ñìåíèòñÿ íà
çåëåíûé. Ïîýòîìó â íà÷àëå òðåòüåãî êâàðòàëà ïîâòîðèòñÿ òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ, êàê â
íà÷àëå ïåðâîãî êâàðòàëà � àâòîáóñ íà÷èíàåò äâèæåíèå ïî òðåòüåìó êâàðòàëó â ìî-
ìåíò, êîãäà íà ñâåòîôîðå çàãîðåëñÿ çåëåíûé. Äàëåå îí ñíîâà ïðîåäåò âñå ïåðåêðåñòêè
áåç îñòàíîâîê íà ñâåòîôîðàõ. Âðåìÿ äâèæåíèÿ àâòîáóñà � 24 ìèíóòû.
Èòàê, àâòîìîáèëü ïðèåäåò ðàíüøå íà 9 ìèíóò.
Îòâåò. Ïåðâûì ïðèåäåò ëåãêîâîé àâòîìîáèëü, îí îïåðåäèò àâòîáóñ íà 9 ìèíóò.

2. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x4 = y2 + 2y + 2

ãäå x, y � öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Âûäåëèì êâàäðàò ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè, ïåðåíåñåì êâàäðàò âëåâî è ðàç-
ëîæèì ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè.

x4 = y2 + 2y + 1 + 1 x4 = (y + 1)2 + 1

x4 − (y + 1)2 = 1

(x2 − y − 1)(x2 + y + 1) = 1

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ìíîæèòåëåé ðàâíî 1 òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà ýòè ìíîæè-
òåëÿ îäíîâðåìåííî ðàâíû 1 èëè −1. Ðåøèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé.{

x2 − y − 1 = 1,
x2 + y + 1 = 1.

Ñëîæèì äâà óðàâíåíèÿ.
2x2 = 2.
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{
x2 = 1,
y = −1.

Ïîëó÷èëè äâå ïàðû ðåøåíèé (−1,−1) è (1,−1). Ðåøàåì âòîðóþ ñèñòåìó{
x2 − y − 1 = −1,
x2 + y + 1 = −1.

Ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò, òàê êàê ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ 2x2 = −2.
Îòâåò. (−1,−1) è (1,−1).

3. Ñòóäåíò Ïåòÿ õðàíèò ñâîè ôàéëû íà ôëåøêàõ è íà ïåðåíîñíûõ æåñòêèõ äèñêàõ,
ïðè÷åì ó íåãî ÷èñëî ôàéëîâ íà ïåðåíîñíûõ äèñêàõ áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ôàéëîâ íà
ôëåøêàõ. Êîëè÷åñòâî ôàéëîâ ñ ôîòîãðàôèÿìè ó Ïåòè áîëüøå, ÷åì ôàéëîâ ñ òåê-
ñòàìè. Îáÿçàòåëüíî ëè íà ïåðåíîñíûõ äèñêàõ ó Ïåòè åñòü ôàéëû ñ ôîòîãðàôèÿìè?
Ðåøåíèå. Äà, íà äèñêàõ îáÿçàòåëüíî èìåþòñÿ ôàéëû ñ ôîòîãðàôèÿìè. Äîêàçàòåëü-
ñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íà äèñêàõ íåò ôàéëîâ ñ ôîòîãðàôèÿìè, òîãäà âñå äèñêè
çàíÿòû ôàéëàìè ñ òåêñòàìè. ×èñëî ôàéëîâ íà äèñêàõ áîëüøå, ÷åì íà ôëåøêàõ,
ïîýòîìó ÷èñëî òåêñòîâûõ ôàéëîâ íà äèñêàõ áîëüøå, ÷åì îáùåå ÷èñëî ôàéëîâ ñ òåê-
ñòàìè è ñ ôîòîãðàôèÿìè íà ôëåøêàõ. Çíà÷èò, ÷èñëî ôàéëîâ ñ òåêñòàìè áîëüøå, ÷åì
÷èñëî ôàéëîâ ñ ôîòîãðàôèÿìè. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Îòâåò. Íà ïåðåíîñíûõ äèñêàõ îáÿçàòåëüíî èìåþòñÿ ôàéëû ñ ôîòîãðàôèÿìè.

4. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè X,Y, Z � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, AD, BC ñî-
îòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî XY ïåðïåíäèêóëÿðåí AB, Y Z ïåðïåíäèêóëÿðåí BC,
âåëè÷èíà óãëà ABC ðàâíà 100◦. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ACD.

Ðåøåíèå 1. Òðåóãîëüíèêè AY B, BY C, AY C è CY D � ðàâíîáåäðåííûå, ýòî ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ. Îáîçíà÷èì ðàâíûå óãëû ∠BAY = ∠ABY = x, ∠CBY = ∠BCY = y,
∠DCY = ∠CDY = z, ∠CAY = ∠ACY = v (ñì.ðèñ.). Íàì äàíî, ÷òî x + y = 100◦.
Òðåáóåòñÿ íàéòè z + v.
Ñóììà óãëîâ â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ðàâíà x+ x+ y + y + z + z = 360◦. Îòñþäà
z = 80◦. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó óãëà ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà CY D.
∠CY D = 180◦ − 2z = 20◦. Ýòîò óãîë ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óãëîì òðåóãîëüíèêà AY C,
ïîýòîìó ∠CY D = 2v, îòêóäà v = 10◦. Òåïåðü ìîæåì íàéòè âåëè÷èíó óãëà ACD.
∠ACD = z + v = 80◦ + 10◦ = 90◦.
Ðåøåíèå 2. Èç óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè AY B è BY C � ðàâíîáåä-
ðåííûå, è áîêîâûå ñòîðîíû ó íèõ ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû îòðåçêàì AY è Y D.
Ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà Y � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD, ïðè ýòîì AD � äèàìåòð ýòîé îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, óãîë ACD � ïðÿìîé.
Îòâåò. ∠ACD = 90◦.
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5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå øåñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå äåëèòñÿ íè
íà îäíî èç îñòàëüíûõ, à êâàäðàò êàæäîãî èç íèõ äåëèòñÿ íà êàæäîå èç îñòàëüíûõ?
Ðåøåíèå. Òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò. Âîçüìåì øåñòü ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë
p1, p2, p3, p4, p5, p6. Ïîñòðîèì øåñòü ÷èñåë

a1 = p21 · p2 · p3 · p4 · p5 · p6
a2 = p1 · p22 · p3 · p4 · p5 · p6
a3 = p1 · p2 · p23 · p4 · p5 · p6
. . .
a6 = p1 · p2 · p3 · p4 · p5 · p26

Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ íè íà êàêîå-ëèáî äðóãîå (èç-
çà íàëè÷èÿ êâàäðàòà îäíîãî èç ïðîñòûõ ÷èñåë â äåëèòåëå). Âîçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà
â êâàäðàò äàåò íåîáõîäèìûé êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, è âòîðîå óñëîâèå äåëèìîñòè
âûïîëíÿåòñÿ.
Îòâåò. Òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

9 êëàññ

1. Â ìàãàçèí ïðèâåçëè íîâóþ ñåðèþ �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ� � øîêîëàäíûõ ÿèö, â êàæäîì
èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îäíà èãðóøå÷íàÿ ìàøèíêà. Ïðîäàâåö ñêàçàë Ïåòå, ÷òî â íîâîé
ñåðèè âñåãî ïÿòü ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìàøèíîê, è ïî âíåøíåìó âèäó íåâîçìîæíî îïðå-
äåëèòü, êàêàÿ ìàøèíêà âíóòðè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�
äîëæåí êóïèòü Ïåòÿ, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî èìåòü òðè ìàøèíêè îäíîãî, íåâàæíî êà-
êîãî, âèäà?
Ðåøåíèå. Åñëè Ïåòÿ êóïèò 10 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�, òî ïðè íåáëàãîïðèÿòíîé äëÿ íåãî
ñèòóàöèè îí ïîëó÷èò ïî äâå ìàøèíêè êàæäîãî âèäà. Åñëè îí êóïèò 11 �Êèíäåð-
ñþðïðèçîâ�, òî ïîëó÷èò òðè ìàøèíêè êàêîãî-òî îäíîãî âèäà. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü
Ïåòÿ êóïèë 11 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�, íî íå ïîëó÷èë òðè ìàøèíêè îäíîãî âèäà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ìàøèíîê íå áîëüøå, ÷åì 10 (ïî äâå ìàøèíêè îäíîãî âèäà, âñåãî
ïÿòü âèäîâ). Ïðîòèâîðå÷èå.
Îòâåò. Ïåòÿ äîëæåí êóïèòü íå ìåíåå 11 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�.

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ a, b, c

5a2 + 5b2 + 5c2 ≥ 4ab+ 4bc+ 4ac

Ïðè êàêèõ a, b, c âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî?
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî, âûïîëíèâ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

5a2 + 5b2 + 5c2 − 4ab− 4bc− 4ac ≥ 0

4a2 − 4ab+ b2 + 4b2 − 4bc+ c2 + 4c2 − 4ac+ a2 ≥ 0

(2a− b)2 + (2b− c)2 + (2c− a)2 ≥ 0

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó. Îíî âåðíî, òàê êàê ïîëó÷åíî ñëîæåíèåì
òðåõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ.
Íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè âûïîëíåíèè

2a = b,
2b = c,
2c = a.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿåì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿ ñâåðõó âíèç: b = 2a, c =
4a, 8a = a. Çíà÷èò, a = 0, ðåøåíèå ñèñòåìû a = b = c = 0.
Îòâåò. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî, îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè a = b = c = 0.

3. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè. Âåðøèíû A,B,C,D ÿâëÿþòñÿ
öåíòðàìè îêðóæíîñòåé S1, S2, S3, S4 ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå X, àíàëîãè÷íî S2 è S3 êàñàþòñÿ â òî÷êå Y , S3 è S4 � â
òî÷êå Z, S4 è S1 � â òî÷êå V . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ
âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV .

Ðåøåíèå. Óñëîâèå, ÷òî äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè A è B êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êå X, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òî÷êà X ëåæèò íà îòðåçêå AB, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû,

11



è AX +XB = AB. Àíàëîãè÷íî, BY + Y C = BC, CZ + ZD = CD, AV + V D = AD.
Òðåóãîëüíèêè AXV , BXY , CY Z, DZV � ðàâíîáåäðåííûå. Áèññåêòðèñû óãëîâ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ ýòèõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåäèàíàìè è âûñîòàìè. Ïîýòîìó áèññåêòðèñû óãëîâ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ñòîðîíàì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêàXY ZV . Ñóùåñòâóåò âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD,
ïîýòîìó âñå ÷åòûðå áèññåêòðèñû åãî óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O. Ïîýòîìó
âñå ÷åòûðå ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è îí ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü.
Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî èíà÷å. Åñëè äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè
AXV , BXY , CY Z, DZV ðàâíîáåäðåííûå, ìîæíî îòìåòèòü íà ðèñóíêå èõ ïîïàðíî
ðàâíûå óãëû è çàòåì äîêàçàòü, ÷òî ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà XY ZV ñîñòàâëÿþò 180◦.

4. Ïóñòü S � ñóììà öèôð íåêîòîðîãî ïÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçíûå
è íåíóëåâûå. Âûïèñàëè âñå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ïåðåñòàíîâêîé öèôð èñ-
õîäíîãî ÷èñëà, à çàòåì âñå âûïèñàííûå ÷èñëà, âêëþ÷àÿ è èñõîäíîå ÷èñëî, ñëîæèëè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñóììà äåëèòñÿ íà S.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííîå ÷èñëî èìååò âèä a4 · 104 + a3 · 103 + a2 · 102 + a1 · 10 + a0.
Ñèñòåìàòèçèðóåì âñå âûïèñàííûå ÷èñëà. Ïåðâûé ðàç ñäåëàåì òàê. Ñãðóïïèðóåì âñå
íàïèñàííûå ÷èñëà â ïÿòü ãðóïï, â êàæäîé ãðóïïå ïåðâàÿ öèôðà ñîâïàäàåò. Â ýòèõ
ãðóïïàõ ïî î÷åðåäè íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò êàæäàÿ èç ïÿòè öèôð. Âíóòðè îäíîé òàêîé
ãðóïïû ñîáåðåì âìåñòå âñå ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò âòîðàÿ öèôðà. Äàëåå, âíóòðè
îðàçîâàâøèõñÿ ãðóïï åùå ðàç ãðóïïèðóåì ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò òðåòüÿ öèôðà.
Íàêîíåö, îñòàåòñÿ ñèñòåìàòèçèðîâàòü äâà ÷èñëà ïî ÷åòâåðòîé öèôðå (ïÿòàÿ öèôðà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ÷èñëà ñîáèðàþòñÿ â ãðóïïû ðàâíîé
÷èñëåííîñòè (ïî 4! = 24 ÷èñëà), ïî ñîïàäàþùåé ïåðâîé öèôðå. Íî òàêóþ æå ñèñòå-
ìàòèçàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè, íà÷àâ ñî âòîðîé öèôðû, çàòåì ñ òðåòüåé, è òàê äàëåå äî
ïÿòîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîæèòü âñå ÷èñëà, ìîæíî ïî îòäåëüíîñòè
ñëîæèòü âñå ðàçðÿäû, è â êàæäîì ðàçðÿäå áóäåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ,
ñîäåðæàùèõ îïðåäåëåííóþ öèôðó. Èòàê, ñóììà âñåõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû ïî ðàçðÿäàì ñëåäóþùèì îáðàçîì

(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 104+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 103+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 102+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 10+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4!
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Ìû âèäèì, ÷òî ýòà ñóììà äåëèòñÿ íà S = a4 + a3 + a2 + a1 + a0.

5. Òàáëèöà 3×3 ïåðâîíà÷àëüíî çàïîëíåíà íîëèêàìè. Çà îäèí õîä â òàáëèöå âûáèðàåòñÿ
ëþáîé êâàäðàò 2 × 2, è â íåì âñå íîëèêè çàìåíÿþòñÿ íà êðåñòèêè, à âñå êðåñòèêè -
íà íîëèêè. Íàçîâåì �ðèñóíêîì� ëþáîå ðàñïîëîæåíèå êðåñòèêîâ è íîëèêîâ â òàáëèöå.
Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðèñóíêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òàêèõ õî-
äîâ? Ðèñóíêè, ïîëó÷àþùèåñÿ îäèí èç äðóãîãî â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà 90◦ èëè 180◦

ãðàäóñîâ, ñ÷èòàåì ðàçíûìè.
Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçëè÷íûå ðèñóíêè îòëè÷àþòñÿ ïëþñîì èëè ìèíóñîì õîòÿ
áû â îäíîé êëåòêå òàáëèöû. Ñèìâîë, ñòîÿùèé â äàííîé îïðåäåëåííîé êëåòêå, çàäà-
åòñÿ ÷åòíîñòüþ èëè íå÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà âûïîëíåííûõ çàìåí â êàæäîì êâàäðàòå
2× 2, ñîäåðæàùåì ýòó êëåòêó. Êàæäûé êâàäðàò 2× 2 ñîäåðæèò ðîâíî îäíó óãëîâóþ
êëåòêó òàáëèöû, è óêàæäîãî òàêîãî êâàäðàòà óãëîâàÿ êëåòêà ñâîÿ. ×åòíîñòü èëè
íå÷åòíîñòü çàìåí â êàæäîì êâàäðàòå ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó, ñòîÿùåìó â åãî åäèí-
ñòâåííîé óãëîâîé êëåòêå (åñëè â óãëîâîé êëåòêå ñòîèò êðåñòèê, ÷èñëî çàìåí áûëî
íå÷åòíûì, åñëè ñòîèò íîëèê � ÷èñëî çàìåí áûëî ÷åòíûì). Ïîýòîìó êàæäàÿ êîìáèíà-
öèÿ ñèìâîëîâ â òàáëèöå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò êîìáèíàöèè íîëèêîâ è êðåñòèêîâ
â óãëîâûõ êëåòêàõ òàáëèöû. Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé â ÷åòûðåõ êëåò-
êàõ ðàâíî 24 = 16, òî âñåãî ñóùåñòâóåò 16 ðèñóíêîâ.
Âòîðîé ñïîñîá. Ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ïåðåõîäîâ è ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìíîãîêðàò-
íîì âûïîëíåíèè çàìåí âîçíèêàþò öèêëû, è îäíè ðèñóíêè ïåðåõîäÿò â äðóãèå. Íèæå
ïîêàçàíû âñå èìåþùèåñÿ âîçìîæíîñòè ðàññòàâèòü êðåñòèêè è íîëèêè, è êîëè÷åñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêîâ â îäíîé ãðóïïå. Ðèñóíêè îäíîé ãðóïïû îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà ïîâîðîòàìè íà 90◦ èëè 180◦ ãðàäóñîâ. Íàëè÷èå öèêëîâ äîêàçûâàåò, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ðèñóíêîâ îãðàíè÷åíî, è èõ ìåíüøå, ÷åì 29.

Îòâåò. 16 ðèñóíêîâ.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

10 êëàññ

1. 50 ó÷åíèö ñ ïÿòîãî ïî äåâÿòûé êëàññ îïóáëèêîâàëè â Èíñòàãðàììå ñóììàðíî 60 ôî-
òîãðàôèé, êàæäàÿ íå ìåíüøå îäíîé. Âñå ó÷åíèöû îäíîãî êëàññà (îäíîé ïàðàëëåëè)
îïóáëèêîâàëè ðàâíîå ÷èñëî ôîòîãðàôèé, à ó÷åíèöû ðàçíûõ êëàññîâ (ðàçíûõ ïàðàë-
ëåëåé) � ðàçíîå. Ñêîëüêî ó÷åíèö îïóáëèêîâàëè ïî îäíîé ôîòîãðàôèè?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñíà÷àëà êàæäàÿ èç ó÷åíèö îïóáëèêóåò ïî îäíîé ôîòîãðàôèè, ïðè
ýòîì áóäåò îïóáëèêîâàíî 50 ôîòîãðàôèé èç 60. Îñòàåòñÿ îïóáëèêîâàòü 10 ôîòîãðà-
ôèé, íàçîâåì èõ äîïîëíèòåëüíûìè. Âñåãî ó íàñ ïÿòü ðàçíûõ êëàññîâ (ïàðàëëåëåé),
è ýòè 10 ôîòîãðàôèé äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû ðàçíûìè ó÷åíèöàìè ðàçíûõ êëàñ-
ñîâ, ïðè÷åì â ðàçíûõ êîëè÷åñòâàõ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 1+2+3+4 = 10, ò.å. îäíó
äîïîëíèòåëüíóþ ôîòîãðàôèþ ìîæåò îïóáëèêîâàòü òîëüêî îäíà ó÷åíèöà êàêîãî-òî
êëàññà, äâå äîïîëíèòåëüíûõ � äðóãàÿ, èç äðóãîãî êëàññà, è òàê äàëåå, âñåãî ÷åòû-
ðå ó÷åíèöû ÷åòûðåõ ðàçíûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó ïî îäíîé ôîòîãðàôèè îïóáëèêîâàëè
46 ó÷åíèö èç êàêîãî-òî êëàññà (ïàðàëëåëè), à ÷åòûðå ó÷åíèöû åùå ÷åòûðåõ êëàññîâ
îïóáëèêîâàëè îñòàâøèåñÿ 14 ôîòîãðàôèé, îäíà � äâå, îäíà � òðè, îäíà � ÷åòûðå,
îäíà � ïÿòü.
Îòâåò. 46 ó÷åíèö îïóáëèêîâàëè ïî îäíîé ôîòîãðàôèè.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

22 + 42 + 62 + . . .+ 20182 + 20202 − 12 − 32 − 52 − . . .− 20172 − 20192

Ðåøåíèå.

20202 − 20192 + 20182 − 20172 + . . .+ 62 − 52 + 42 − 32 + 22 − 12 =
= (2020− 2019)(2020 + 2019) + (2018− 2017)(2018 + 2017) + . . .+
+(6− 5)(6 + 5) + (4− 3)(4 + 3) + (2− 1)(2 + 1) =
= 2020 + 2019 + 2018 + 2017 + . . .+ 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 =

=
2020 + 1

2
· 2020 = 2041210

Îòâåò. 2041210.

3. a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è a+ b = 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a2 + 1
+

1

b2 + 1
≥ 1

Ðåøåíèå. Íàïèøåì äâà ðàâåíñòâà.

1

a2 + 1
=

a2 + 1− a2

a2 + 1
= 1− a2

a2 + 1

Àíàëîãè÷íî
1

b2 + 1
= 1− b2

b2 + 1

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â ðàâíîñèëüíîé ôîðìå.

1

a2 + 1
+

1

b2 + 1
≥ 1
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1− a2

a2 + 1
+ 1− b2

b2 + 1
≥ 1

a2

a2 + 1
+

b2

b2 + 1
≤ 1

Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî. Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî a+
1

a
≥ 2.

a2 + 1 ≥ 2a

1

a2 + 1
≤ 1

2a

a2

a2 + 1
≤ a

2

Àíàëîãè÷íî
b2

b2 + 1
≤ b

2

Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà

a2

a2 + 1
+

b2

b2 + 1
≤ a

2
+

b

2
= 1

Çäåñü ó÷òåíî a + b = 2, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 1. Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó â óñëîâèè çàäà÷è.

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò áîêîâûå ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Êà-
ñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ P è Q, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå CF è AB ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì îòðåçêè AQ è BP . Îíè ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ABC,
ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî AB � äèàìåòð. Ïóñòü ýòè âûñîòû ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ CF ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó H, òîãäà îíà
áóäåò ñîäåðæàòü âûñîòó òðåóãîëüíèêà è îêàæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB. Îáîçíà÷èì
óãëû ∠BAQ = α,∠ABP = β. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå, óãîë ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëü-
íîé ðàâåí âïèñàííîìó óãëó, îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó õîðäó. Ïîýòîìó òàêæå âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà ∠CQF = α,∠CPF = β. Äàëåå, ∠AHB = 180◦ − α − β = ∠PHQ.
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∠FPH = 90◦−β, ∠FQH = 90◦−α. Ìîæåì âû÷èñëèòü âåëè÷èíó óãëà PFQ. ∠PFQ =
360◦−∠FPH−∠FQH−∠PHQ = 2(α+β). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC âûðàæàþòñÿ ÷åðåç α è β. ∠CAB = 90◦ − β, ∠CBA = 90◦ − α, ∠ACB = α + β.
Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ FP è FQ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ìîæíî ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå F è ðàäèóñîì FP = FQ. Öåíòðàëüíûé óãîë ∠PFQ â äâà ðàçà áîëü-
øå óãëà ∠PCQ, ïîýòîìó òî÷êà C ëåæèò íà ýòîé æå ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè. Ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî FP = FQ = FC, ïîýòîìó ∠FCQ = α. Â òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòà,
ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû C, ñîñòàâëÿåò óãîë α ñî ñòîðîíîé CB (ýòî èçâåñòíûé ôàêò,
âûòåêàþùèé èç ïîäîáèÿ äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé âåðøèíîé B).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ CF ñîäåðæèò âûñîòó òðåóãîëüíèêà.

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3 . . . , 10, 11, 12. Ðàçäåëèòå èõ íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî-
áû ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû íà ïðîèçâåäåíèå âñåõ
÷èñåë âòîðîé ãðóïïû áûëî áû öåëûì ÷èñëîì, è ïðèíèìàëî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå. ×åìó ðàâíî ýòî ÷àñòíîå?
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì äàííûå íàì ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è íàéäåì èõ ïðîèçâå-
äåíèå.

1 · 2 · 3 · 4 · . . . · 10 · 11 · 12 = 210 · 35 · 52 · 7 · 11

Ìíîæèòåëè 7 è 11 íå èìåþò ïàðû. Îäèí èç ìíîæèòåëåé 3 íå èìååò ïàðû. Ïîýòîìó,
÷òîáû ÷àñòíîå áûëî öåëûì, ýòè ïðîñòûå ìíîæèòåëè, íå èìåþùèå ïàð, íåîáõîäèìî
ïîñòàâèòü â ÷èñëèòåëü. ×àñòíîå íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ìåíüøå, ÷åì äàþò ýòè òðè
íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëÿ. Îñòàëüíûå òðîéêè, ïÿòåðêè è äâîéêè íóæíî ðàññòàâèòü
ïîïàðíî â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü òàê, ÷òîáû ïàðû ñîêðàòèëèñü. Îäèí èç ñïîñîáîâ
íàïèñàí íèæå.

7 · 11 · 1 · 2 · 3 · 8 · 9 · 10
4 · 5 · 6 · 12

= 231

Îòâåò. 231.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2020-2021 ó÷.ãîä

11 êëàññ

1. Ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òàêèå, ÷òî ó ëþáûõ òðåõ
èç íèõ íåò ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò, íî ëþáûå äâå èç íèõ èìåþò îäíó ñîâ-
ïàäàþùóþ êîîðäèíàòó?
Ðåøåíèå. Äà, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð A(0, 0, 0), C(1, 1, 0), B1(1, 0, 1), D1(0, 1, 1). (Îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê âûáðàíû èñõîäÿ èç ïðîñòîãî ñïîñîáà ïîñòðîèòü ïðèìåð � ýòî
âåðøèíû òåòðàýäðà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íûé êóá ABCDA1B1C1D1. Çàäà÷à èìååò
ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ � ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü ÷åòûðå òî÷êè â
ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òîáû ëþáàÿ òðîéêà íå ëåæàëà â îäíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé
îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à ëþáûå äâå ëåæàëè áû â òàêîé ïëîñêîñòè.)
Îòâåò. Ñóùåñòâóþò, èìååòñÿ ïðèìåð.

2. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ

(x+1)5+(x+1)4(x−1)+(x+1)3(x−1)2+(x+1)2(x−1)3+(x+1)(x−1)4+(x−1)5 = 0

Ðåøåíèå. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (x+1)−(x−1) (ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí 2).
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé a6 − b6 = (a− b)(a5 + a4b+ a3b2 + a2b3 + ab4 + b5).

(x+ 1)6 − (x− 1)6 = 0

(x+ 1)6 = (x− 1)6

Óðàâíåíèå
x+ 1 = x− 1

ðåøåíèé íå èìååò. Óðàâíåíèå

x+ 1 = −(x− 1)

èìååò ðåøåíèå x = 0. Òàê êàê ìû óìíîæèëè óðàâíåíèå íà ÷èñëî 2, òî ïîñòîðîííèõ
êîðíåé íå ïîëó÷èëè.
Îòâåò. 0.

3. Íà ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ ÷åòûðå òî÷êè A,B,C,D. Èçâåñòíî, ÷òî AB = 1, BC =
2, CD =

√
3, ∠ABC = 60◦, ∠BCD = 90◦. Íàéäèòå AD.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ðèñóíîê. Ïóñòü ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â òî÷êå O

(ïî óñëîâèþ, ýòè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû). Âîçìîæíî äâà ïîëîæåíèÿ òî÷êè D íà
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ïðÿìîé CD � íà îòåçêå CO è âíå ýòîãî îòðåçêà. Òðåóãîëüíèê BOC ïðÿìîóãîëüíûé,
óãîë ïðè âåðøèíå O ðàâåí 30◦. Íàõîäèì AB = 4, OA = 3, OC = 2

√
3. Äëÿ OD, ñ

ó÷åòîì CD =
√
3, ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, OD =

√
3 èëè OD = 3

√
3. Â

òðåóãîëüíèêå AOD èçâåñòíû äâå ñòîðîíû è óãîë ïðè âåðøèíå O. Âîñïîëüçîâàâøèñü
òåîðåìîé êîñèíóñîâ, íàéäåì AD. Ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ: AD = 3 èëè AD =

√
3.

Îòâåò. 3 è
√
3.

4. Ñóììà íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 972. ×åìó ðàâíî íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ?
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, íà êàêèå ñëàãàåìûå íåîáõîäèìî ðàçáèòü 972, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëîñü íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ïðîèçâåäåíèå. Ñðåäè ñëàãàåìûõ íå äîëæíî áûòü åäèíèö
� â ñëó÷àå, åñëè åñòü åäèíèöà, ìû ìîæåì äîáàâèòü åå ê ëþáîìó èç äðóãèõ ñëà-
ãàåìûõ, è ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ. Ëþáîå ñëàãàåìîå, áîëüøåå 4, ìîæíî ðàçáèòü
íà äâîéêè è òðîéêè. Ò.å. åñëè åñòü ñëàãàåìîå p, òî ìû ìîæåì âû÷åñòü èç íåãî 2
èëè 3, è äîáàâèòü ýòó äâîéêó èëè òðîéêó ê íàáîðó. Ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ, ò.ê.
2 · (p − 2) > p, 3 · (p − 3) > p. Âîçìîæíîå ñëàãàåìîå 4 òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà äâå
äâîéêè. Èòàê, äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåî âîçìîæíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëàìè, äàþ-
ùèìè â ñóììå 972, äîëæíû áûòü òîëüêî 2 è 3. Äàëåå, ëþáûå òðè äâîéêè çàìåíÿþòñÿ
íà äâå òðîéêè, 2 · 2 · 2 < 3 · 3. Ïîýòîìó äâîåê â íàáîðå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà, äâå,
èëè íå áûòü ñîâñåì. Íî åñëè äâîåê îäíà èëè äâå, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � òðîéêè,
òî âñÿ ñóììà íå áóäåò äåëèòüñÿ íà 3. Äàííîå íàì ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, äëÿ
äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòî ÷èñëî äîëæíî áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî ñóììîé òðîåê. 972 : 3 = 324.
Îòâåò. 3324.

5. Ïàðàáîëû íà ðèñóíêå ïîëó÷åíû ñäâèãîì ïàðàáîëû f(x) = x2 è ðàçìåùåíû òàê, ÷òî
òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ OX ñîîòâåòñòâåííî ïîïàðíî ñîâïàäàþò, à âñå âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Âñåãî ïàðàáîë 2020. Äëèíà îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííî-
ãî ìåæäó êîðíÿìè ïåðâîé ïàðàáîëû, ðàâíà 1; äëèíà îòðåçêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó
êîðíÿìè âòîðîé ïàðàáîëû, ðàâíà 2. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííîãî
ìåæäó êîðíÿìè ïîñëåäíåé ïàðàáîëû.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ïàðàáîë ìîæåò áûòü èçìíåíî ñäâèãîì âñåãî
íàáîðà âëåâî èëè âïðàâî, (äëèíû îòðåçêîâ îñè OX, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó êîðíÿìè
ïàðàáîë, ïðè ñäâèãå íå èçìåíÿòñÿ). Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç
âåðøèíû ïàðàáîë, íàì íå ïîòðåáóåòñÿ. Äëèíû îòðåçêîâ çàäàþòñÿ óãëîì íàêëîíà
ïðîâåäåííîé ïðÿìîé.
Íàïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè ïàðàáîëû. Ïóñòü x1 è x2 �
êîðíè òðåõ÷ëåíà x2 + bx+ c. Òîãäà

|x2 − x1| =
−b+

√
D

2
− −b−

√
D

2
=

√
D
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Çäåñü D � äèñêðèìèíàíò ýòîãî òðåõ÷ëåíà.

Ïóñòü x0 = − b

2
� àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû f(x) = x2+ bx+ c. Çíà÷åíèå òðåõ÷ëåíà

â ýòîé òî÷êå ðàâíî

f(x0) = x2
0 + bx0 + c =

b2

4
− b · b

2
+ c = −D

4
= −(x2 − x1)

2

4

Â íàøåé çàäà÷å íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðîâåäåííîé ïðÿìîé
(óãëà ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX è ïðÿìîé). Îáîçíà÷èì ýòîò óãîë
φ. Ïóñòü x01 è x02 � àáñöèññû âåðøèí ïåðâîé è âòîðîé ïàðàáîë, x1, x2, x3 � èõ êîðíè
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ñì. ðèñóíîê).

tgφ =
f(x02)− f(x01)

x02 − x01

Ó íàñ

x02 − x01 = x02 − x2 + x2 − x01 =
1

2
((x3 − x2) + (x2 − x1)) =

1

2
(2 + 1) =

3

2

f(x02)− f(x01) = −1− (−1

4
) = −3

4

Ïîëó÷àåì

tgφ =
−3

4
3
2

= −1

2

Òåïåðü íàéäåì, êàê ñâÿçàíû äëèíû îòðåçêà îñè OX ìåæäó êîðíÿìè ïàðàáîë ñ íîìå-
ðàìè n+1 è n, âûðàçèâ ýòó äëèíû ÷åðåç êîðíè xn, xn+1, xn+2, çíà÷åíèÿ â âåðøèíàõ
f(x0n) è f(x0n+1), äèñêðèìèíàíòû Dn è Dn+1, íàéäåííûé òàíãåíñ. Èñïîëüçóåì, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó àáñöèññàìè âåðøèí ðàâíî ñóììå ïîëîâèí ðàññòîÿíèé ìåæäó êîð-
íÿìè ñîñåäíèõ ïàðàáîë.

x0n+1 − x0n = x0n+1 − xn+1 + xn+1 − x0n =
xn+2 − xn+1

2
+

xn+1 − xn

2
=

√
Dn+1

2
+

√
Dn

2
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tgφ = −1

2
=

f(x0n+1)− f(x0n)

x0n+1 − x0n

=
−Dn+1

4
+

Dn

4√
Dn+1

2
+

√
Dn

2

=

=
Dn −Dn+1

2(
√
Dn+1 +

√
Dn)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ √
Dn+1 −

√
Dn = 1

Îòñþäà √
Dn+1 =

√
Dn + 1

xn+2 − xn+1 = (xn+1 − xn) + 1

Ò.å. äëèíà îòðåçêà ìåæäó êîðíÿìè êàæäîé ñëåäóþùåé ïàðàáîëû óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà îòðåçêà îñè OX, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó êîðíÿìè ïàðà-
áîëû ñ íîìåðîì 2020, ðàâíà 2020.
Îòâåò. 2020.
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